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PROPRIETA" ELEMENTARI DEL NUMERI DI FIBONA(CI

Consideriamo la successione numerica

. ao, a, ) O..l ) a;, Y} an~4, an ) an+4,.-- (‘,)
h i ogni termine ¢ la somma dei due teemini pre«alenfi;cioe‘

erognt ny2 &
P 9 Qn = Qip-yq fan.g . LQ)

Successioni di questo tipo, i cui ogni termne € definito come una
certa funzione dei termini precedenti ,sono dette swccesscore ec-
corients. La relazione che determina ogni termine di tale successio-
ne ¢ detta Agge & 2ecorrenia.

Notiamo anxitutto che i termini della (1) non possono essere de-
terminati in modo univoco facendo uso della sola ¢ondizione (2),
Esiste infatti un humero arbitrario di successioni numeriche diverse fra
loro e che soddisfano alla condizione (2) . Esempi :

1) 4,5 6, 41, 47, 28, 45, 7?3, ...
2) 2,5 7 12, 49, 3 5o, 84, ...
) 3,4, 7, 44, 18, 29, 47, T6,.....
La condizione (2) non € sufficiente e occorre determinare altre condiZio-
ni aggiuntive: Se avsegniamo i primi due termini della swessione e ponia-
me QesO0 e O,:4 la condizione (2) ¢i permette di caleolare succes-
sivamente tuttt | termini ; si ha fadlmente :
Q, Q, a, 0; Gu 4ay Qe Qy Qg Q9 Qo Gy Qa Ay ..
a 1 (1 2 3 5 8 13 21 34 55 89 144 233..
Si ottiene cosi la succespione nota con il nome di seré ar'fréonaccs
dal nome del grande matematico pisano L eonardd da Pisa (pid noto con
il nome di Fibonacei ( Frbonacc(: una contrazione di filrus Bonaced,cios
figlio di Bonaccio).
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Numerose e tutte notevoli sono le proprieta’ dei numeri di' Fibonaci,
Ne enunciamo alcune la cui dimostrazione ¢ richiesta nelle questioni
proposte nella PALESTRA delle GARE in questo e nel prossima fascicolo,

I)a,+a; + ~ +aGn = Qnez ~1 .

O ai+ay+Q@s +..+0am-4 = Qap .

m 0;*0.4;061’"'1’4»2’0 =2 anss =4
W) a3 = Qney-Qnes = (-7

V) ai +a'e1 = Qanes.

) 1 termini della successione di
Fibonaci sono le somme dei termini

giacenti sulle «diagonali» del trian-

golo di TARTAGLIA . »

V.4

LA PALESTRA DELLE GARE

AVVERTENZE IMPORTANT! PER | RISOLUTORI Siraccomanda di usare fogli distinti per le
singole risposte. Ciascuna risposta dovra portare il cognome e il nome del risolutore e 'indirizzo esatto
¢ completo del numero di codice postale. Gli studenti indichino anche la classe e I'lstituto frequentato
nel corrente anno scolastico e ’etd. Le risposte delle questioni proposte in questo fascicolo  dovranno

essere inviate ad

ANGOLO ACUTO, Via Cairoli 78 - 50131 FIRENZE

al pi presto possibile

Per ogni questione proposta saranno pubblicati | nomi di tutti i risolutori e le risposte migliori, Annual-
mente surd compilata una graduatoria fra i Giovani che si saranno distinti per assiduita, esattezza ed or

dine ¢ saranno assegnati loro dei premi in libri,

QUESTIONI PROPOSTE determinata dalle condizioni
d. 0 Qq 3{
QUESTIONE {92 ™ Qw = Qn-4 + Qn-2
Sia ABC un triangolo qualsiasi.  dimostrare che:

Siano A\ B, C' i punti di iangenza
delic circonferenza con i lati B,
AC AB, Dimostrare che le rette

I) 4‘*0’.*0’3* bt *a“ zamt-i.
0I) Qu¢Gy+Qs4--tban-t = Qan,

AR’ BB, cc

passano per uno
stesso punto (punto di GERGONNE)

QUESTIONE 193

Considerata la successione ricor-

rente di Fibonacci
Q,Qa,,a,,0;,4a, ,0s,Qc,...

o, 1,

1,2, 3%, 5,

8 .

) G,+Q4+Ge+ - Qan =Q2nei-1.
QUESTIONE 194 (A
CRIPTARITMETICA ... FACILE

Ricostruire ANNO+
Vaddizione ANTO =

criptaritmetica: 19 75 D

)Due premi : Uno da L3000 e uno daL2000 (¥¥) bue premi da L.1800, per alunni di

SCUOLR MeEDIA.
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QUESTIONE 195
Determinare i coefficienti p e ¢ del
polinomio o

X+prthx +q
in modo che esso risulti divisibile
per  2x-3 e per 3x+2 .

QUESTIONE {96

Costruire un triangolo essendo
mote due mediane ¢ il lato re-
lativo ad una di esse (ma,my,a)

RISOLUZIONI DELLE
QUESTIONI PROPOSTE

QUESTIONE 473

In ogni triangolo ABC la bisettrice
di un angolo, per esempio di BAC, ¢
anche bisettrice dell‘angolo formato
dal diametro del cerchio circoscrit-
to passante per A e dalla altezza
uscente dal vertice considerato A.

PISOLUZIONE o) Maure B/G/ o/
L. Se. “Castelnuovo, i FIRENZE

Sia ABC un triangolo inscritto
nella circonferenza g dicentro(
e sia H la proie-
A zione di A su BC
R il punto medio
dell'arco BC non
contenente il ver
tice A ed
f ‘il pc}:nfo diame.
Yc tralmente opposto
diA. T

Lrima dimostrazrope:

Si ha intanto BAR =CAR (4)
Considero i triangoli ABH e ASC;
essl hanno |

AHB = ACS (angdli rettl),
ABH = AS¢ (angoli alla circ.
che insistono sullo stesso arco AC)

Ne segue gy = sAc (2);
sottraendo membro a membro
la (2) dalla (1) si ha la tesi:

HAR = SAR 3).

Seconda dimostrazione:

La bisettrice di BOC passa per R

ed ¢ perpendicolare a BC, quindi

OR ¢ parallelo ad AH; ne segue
HAR = Aﬁo,\ (alterni interni);

ma  ARo = RAO = RAS,

quindi si ha HAR = RAS (tesi) .

Osservazrone & Marco lomG/NET-
77 det L.Sc, Y. da Vikct, ar ARENCE,

Se uno degli angoli alla base B(
(per esempio
gura diventa:

) ¢ ottuso la fi-

E si h“l
ACH = ASB (4)
(supplementari
dello stesso an-
golo ACB : infat-
ti gli angoli

R ASR e ACB

sono angoli opposti  de( quadrilate-
ro ACBS insgcritto nella circonfe«
renza y e quindi sono supplementa.
ri). Infine sommanae wembro a
membro le (1) @ 1e(4) si ritrova
la tesi(3),

QUE STIONE 134
MATURITA' MAGISTRALE 1974
SESSIONE SUPPLETIVA
Un trapezie ABCD, di cui AB € la ba-
se maggiore ¢ Cp la minore, ¢ diviso
dalla diagonale Bp in due triangoli
rettangali,

Sapendo che la base minore, la ba-
s¢ maggiore ¢ V'altezza sono ordi-
natamente proporzionali ai numeri
5.9,12 e che il perimetro ¢ 424,
si determinino l'altezza ¢ i lati del
trapezio.

Si caleoli il rapporto fra le super-
fici dei solidi ottenuti facendo ruo-
tare il trapezio attorno alla retta
della base maggiore ¢ successiva-
mente attorno” alla retta della ba-
se wminore,

Ottime le risposte shviate da

-3-
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Mauro Bryi, Roberto Martinolls,
nrico Jannellr, Gruseppe Guara-
to e dagl’ Alunm detta IV A qe-
/' lstitute Magistrale ar S. Gen-
naro Vesaviano (Na),
RISOLUVZ/IONE

La determinazione del trapezio ABCD
non ¢ immediata : Chi & accinge a
risolvere il tema ,dopo la lettura
del primo capoverso , ensa, tn un
primo tempo, che trattasi di un tra-
pezio rettangolo , formato da due
triangoli ABD e BDC, rettangoli ri-
spettivamente in De in C e traceia

la figura cosi: D ¢
Posto poi, per

il secondo cq-

poverso : A

be
5

AB _ BC _
3 " =%
si ha: __ — —
Dc=5x ;AR =9x ;B(=12x
con AB< BC ")

Dall'esame della figura invece si de-

duce che BC < BD< AB

in contrasto con la (1):

Il trapezio della figura precedente

non corrisponde a quello richiesto.
Intanto “il candidato, che ha intra~
preso questa strada rimane piutto.
sto disorientato e forse rinuncia ad
impegnarsi ancora , credendo come
qualche Angolista che ci scrive i« a
meo avwrso «/ testo condrene an erro.

P€2. Gli Alunni della Wclasse dell’ 1st.Ma-
gistrale di S.Gennaro Vesuv, dopo la ri-
soluzione , scrivono : « {’EFstensore ae/.
/a guestione avrebbe cerfo contr/-
buito ad «una maggrore spedrtex-
2a dedla risoluzione, se avesse pre~
«sato che i/ {rapexo dere esse-
Fe ¢<NON RETTANGOLO) -,

Noi aggiungiamo che l'unica cosa im-
pegnativa del tema proposte era la
determinaxione del tipo di trapezio
previsto dall'enunciato . Infattr, se
nel testo viene esplicitam ente dichig-
rato che la diagonale BD ¢ perpen-

dicolare alle basi del trapezio e che
divide il trapezio stasso in due frian
goli ABD e BD¢ rettangoli rispettiva-
mente in B e in b,allora [q costru-
Zione ¢ (mmediata ed il successivo
svolgimento puo essere effetiuato

senza difficolta> anche da un brave
alunno di terza media. c

Si ha infatti la sequen-
te figura . Posto

.D_E:&:ﬂ:l

5 9 12
si ha
DC= 5% A B
EE: 9gx
BD=12x . Per il teorema di PITA-

Gorn ( 88¢) si ha:

BC =\/Pe+ BD* = {(5x) % (12%)*=..=f3x.
€ ancora per il teorema di PITAGORA
(ABD) si ha:
AD =\BD*¢ AB* =V(122)* (9%)’= =152
Poiche’ € noto il perimetro di ABC),
AB+6C +CD+DA = 424 , siha lequa-
20ne gy 4+ 43x + S+ {5x=A2a;
da cui x=a e quindi :
AB=9a , BC= 13a, (D -5a, AD=f5a
e Bb=12a,
Detto R il rapporto delle superfi-
¢ dei due solidi descritti nel te-
sto si ha:
R = _3AD ¥ 5c * Sac
T Sap + Sap +5ac
m- 8b-AD + 2m-Bp-HC + MBB-BC_
- BD-AD « 2mW-BD-AB + T-@D-8
_ 76D (AD+2:DC + BO) . Ab+2DltBC,
m- 80 (AD +2A%+ BC)  AD+2-AB+6C
15a+10a+ila _ 38a _ 19
{5a.+18at {3a 4Aba 23
QUESTIONE 175

J¢ tesl clelpa gueslione 2iporlalo
a pag.2 def fascicolo V,5 wpot-
tava la pazoé PESARO /narece

-4 -
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@ PEDASO (Comune sulla costa
adriatica (AP),centro agricolo e
stazione balneare)

GEMELLAGGIO CRIPTARITMETICO
12a CAPRI e PEDASO
CAPRI € il quadrato di CEL,
PEDASO & il cubo di 10.
Determinare i due numerl (<APRt
R PEPASO) . Soluzione unica .

(la guestione era stata ripropo-
sta corretfa a pag.77¥ de/fascrco-
o V,6).

RISOLUZIONE

di’ Griseppe Guarato di' VALDAG O (V1)
Mauzo Bryr-L. Sc. "tastelnuovo,, FIREN-
ZE, Davide Gar-L.5¢c. A.Volta, MILANO e
Maurizio Berni -L.5¢. RECGIo £EMIL/A.

I fatto che tlcubo di « 10» sia di
sei afre comporta che

L3 <10 ¢£99 (1)

bai numeri compresi fra gl estre-
mi della (1) vanno eliminati quelli
aventi le cifre uguali come 55,66,..
99, Inolire, poi [0®= PEDASO, Ia
lettera O pud assumere solo i va-
lort 4, 4,5,6, 9,
mentre la lettera 1, con cui ter-
mina. il quadrato

CAPRI = CEL?,
puo’ assumere solo i valori

. 4,6,9.

I valort possibili di 10 somo per-
{anto
49 61, 64,69, 91,94, 96,
Mo fra i cubi di questi numeri
Funico che abbia tutie le cifre
distinte fra loro ¢ da 1 ¢

69% = 328509
Allora deve essere
I= 6;0=9;P=3; E=2; D=8; A=5;
$=F e CAPRI = C53R6,
Daltra parte il quadrato di CEL €

un numero di cinque cifre ¢ la
sua. prima cifra ¢ ancora C,

quindl C=4 = {00¢CFL<144

infine R (cifra delle decine di
un quadrato che ha come cifra delle
unita’ 6) deve essere dispari e per
esclusione non puo essere che R=17.
Seqgue L=4. Si ha concludendo:
CAPRI = 15376 =424*=(CEL),
PEDASO =328509 = 69*=(10)}

QUESTIONE 176

In una circonferenza, si considerinole
corde AC e CD (AC>c¢p) e sia Bl
unto medio
dell'arco ACD. v/

5i conduca
BH perpendi-
colare alla A
corda AC e
&1 dimostrt
¢he

AN = HC+CD.

RISOLUZ/IONE

di' Marco Longrnetts -L.5¢. "L . da bzp.
o -FIRENZE € Qi Antono Vincelly” &7
GISRCBLENDA (CB),

$i traccd la circonf. 7 dicentrof
eraggio BA=8D .

Sia E l'inter
sezione i AC
con la circon.
ferenza Y e
sta F l'inter-
sezione di AD
¢on la bj}»ettri.
e di ATB.
Rt}ul{a'\
ACF=CED ;
> cFJED;
= FED = CDE (aktern interni).
Ma CED = ATF = FCD ;

A — —_
> CED =cDE = C<E=20Cb.

[l triangolo ABE € isoscele ( AE
€ wrda della circonf. y di centro B),
Ql}i’_{di P

AH= EH=C

G.lorra

J

»
= =
o

-'-

+
e.d. d.

-5-
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RISOLUZIONE di Mauro B/gr ael lic
Scient. "G . Caslebruove, di FIRENSE .

Prendc su HA un segmento HE=HC.
Bastera® dimostrare che AE=CD
per dimostrare che AH=HE +CD.
(onsidero i triangali BEA e BCD.
Essi  hanno: ~ A

AB = B-D\ ( infatti AB =BDJ :

BAE =BDC (ongoli alla circonteren.
2a che insistono sulle stesso arco,BC):
infine BEA = BID (supplementari
di angoli uguali :” BEH = BAD ).
lpfattt‘ BEA € supplementare dy’ BE’Z’
BEC =BCA (angoli alla base di un
A~ triangolo isoscele)
BCA=BAD (ang.alla circonf. che insi-

stono su archi uguall (8A e 8))

Inoltre B(D € supplementare di
BAD (angoli opposti del quadrilaters
inscritio ABCD ), .

I teiangoli cansiderat: - BEA e BCD so.
ne quindi uguall.

R/SOLURZIONE
di' Francesco TROWATO di Pozzsiiofcr)
edi Pasguale DE (RESCENZO di” Nota (Na).

Si tracci da B la corda BB' paralle-
la ad AC e oi congideri il trapezio

ACBB', i505cele : Infatti due corde
parallele di una circonferenza deter-

8 B’
C ',' ) h

minano sempre un trapezio isoscele
BS'C = BG{\_‘ (amg. alte_rr:i ‘ni_erni)
=» (74 =§'_A =» BC =PBA.
E anche CH=TWA
Inoltre si ha,per i otesi, che
BD=AB = §p-BC=AB-84,
cloe SC = B’b' da cuwl
DC = BB' = HH' .
$i ha qu(‘ndi:
AR = AH'+ HW = HC + B8'
ovvero = H( Cl
Al = HC +CD.‘04.°,'

RISOLUZ/IONE dr Enrreo
TANNELL] el L.Se. EFerm), ar

ADB = BOD= 2
BEA =9°o:_
BPAC = x;QA:r.

Tesl_| - =D
AH= HC+LD.
Rrcoraendo dbe,
ih unq circonferenza, .
la lunghezza di una corda ¢ ugua-
le al prodotte det cdiametro peril
seno dellanpolo alla circonferenza

che insiste sulla stessacorda,
e sapendo che
_ ADC = 2u+2x , (D =2x-2x
$i ha: AB = 2r.sen« ;
AC = 2rsen(w+x)=
22rsenncosx + Arsemx cosdt
<D = 2rien(x-x) =
= 2riennconx = 2r4enxcossk ,
Inoltre, dal triangdo ABH, si ha:
AR = ABcosBAH = 2rsena - cosX .
A¢ = AC- Al =
= 2rsen CosX +2T5enXosk -
-2rRnK co5%X = 27 9en x Codk .
HC+CD = 2rsenxcosn+2rsendcosx -
=2renxcosl = 2rsen cos %
Ne dcriva_la tesi:
AH = HC+CD.

—6-—
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QUESTIONE 137

1 quattro numeri 3,3, 14 e 15 sono
in &, ed ¢ facile verificare che essi
hanno le seguenti proprieta’:
a) la somma del doppio del primo
con I secondo supera di 2 il terzo
numero ; i
b) Il prodotte dei primi due nyme.
ri aumentato di 5 uguaglia la som-
ma del terzo e del ‘quarto,
Determinare un‘altra quaterna di
numeri razionali in 4, per i quali
sussistone le relazioni a) e b).
RISOLUZIONE
dr Francesco TROVATO oi PO2Z/LLO
Sia %, AEK, X+2WK , x+IK
la quaterna richiesta.
Imponendo che siano verificate le re-
lazioni a)e b), si ha il sistema

2x + (X+K) = (x +2K) +2

x(x+K) +5 =(X+2K)+(x+3K)
Sestituendo e semplificando olteniamo

Kz 2(x-~1) (%)
Ix*-44xtiSz0 (%)

(= Kky=4)ci riporta alla quaterna pro-
posta 3, 7,11 ,15 ; la seconda solu-
Zione (completata dalla @) da cui =
K2 ?—) ¢i formsce la quaterna vi-

Y 13
chiesta %', 5'_3,'%7_.

OTA DIDATTI(A . .
Uenunclato della questione poteva

owviamente essere semplificato cosi':
Determinare guattro numers in <, A,
Ny, N3, N, sapendo che

a) 2N, +Ny 2 2+N3 ; b) NeNy+5 2N+,
Si wole sottolineare perc™ che per prepa-
rare quesiti analoghi (di 1°,di 2° odi
grado superiore) sulle progressioni arit
metiche (o geometriche) basta strut-
turqre due condizioni arpitrarie suuna
prefissata + (o ). $i € cosi sieuri
che fra le soluzioni del sistema che ne
deriva ci sia almeno quella che for-
nisce la pregressione prefissata.

QUESTIONE {78

Dati cinque segmenti a,b, ¢, d,e
determinare grafrcemente il segmento

Le soluzioni della (#%) somo x,=3; z,_—.%, x=a _a_:é_t-_
Le prima soluzione, tenuto conto dellaw) ol e R/SOL URIONE
Si puo' scriveve :

EREMRED -aa 6 c
AGROSI Aniello ~DIso (L&) Al _ : ;
BENINI Enrico - L.Sc.Galilei, TRIESTE alalallal | s'b:” P "‘: 'per ,f'e volte,
BERNI Maurizio-L5¢."5pallanzanl, REGGIOEM, | | || |4 a ben nota coStruxione
B1GI Marco - L.S."@steinuova, FIRENZe __lalsalalalala] del quarto proporzionale
BOTTIROL Roberto.L.5¢c."Galilel, VOGHERA _ja] | dopo tre segmenti dati,
CAZZOLA Pierangela - L oc"Golilei, VOGHERA Si costruisce prima
CLASSE A Ist.Mag. SGENNARO VESUVIANO (Np) | o a-a ; v.b
DANTOMIO Pasqua’ L.5¢ "Linsiein - TORINO 0 Y= ==, poi z = L2
DE CRESCENZO Pasquale - NOLA (NA) a[s[slala] L
DE FERRA Enrice - L.CI"Dante.. TRIESTE a e infine x= -
DEL 80No Viadi -L.5¢."6alilei, TRIESTE 4] lajala
FELICIAN Leonardo- L.Cl."Dante, TRIESTE __]6
FOGLIOTT! Fran(esco - GEMOVA SAMPIERDARENA _|A14161a 4 1A
GAl bavid - L.%"Avelta, MILANO 4
GANGEMI Santo - Seminario*Pio X, MESSINA 0
GATT! Guido - CREMONP A
GUARATO Giuseppe - VALDAGNO slalalalala
JANNELLI Enrico - L.5cFermi, BARI ___ _[s]a]sla]a]s
LONGINETTI Marco-L.%."L.daVinci, FIRENZE Alajalalala
MANGANARO Marco- :,.s.:%eral:.,, TRIESTE A: a - :

TINOLLI . L.5¢."0Oberdan,TRIESTE _|& A . .
?32.'««"“5’3.'{.3%1«. MII:A“P?O Alala] [ola M{!loya nso/qz/_one hanno
TERRANOVA Diego -L. 5 Dberdan, TRIESTE __I & mviato M. Bigr-FIRENIE:
TROVATO Francesco - POZZILLO (£T) dla Ple (rescenzo -NoLA; M.
VINCELL! Antonio -CASACALENDA ( €B) alalala Sucer - MILANO.
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scrivere I'abbonamento, oppure di respingere le copie ricevute, in busta affrancata come stampe,
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Per la costituzione di un fondo-premi per i pid bravi Giovani risolutori delle
questioni proposte nella Palestra delle Gare, inviate quote multiple di L. 1000.
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Prof.Vera Reggiani- MANTOVA
Sig.Francesco Teninelli~TORINO
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Pref. Sabina Palmieri~ERCOLANO
Prof.Francesco Palmieri-COSENZA
Prof.Ada Caviochioli-COLLE
VAL D'ELSA (SI)
Ing.Ducocie Rossetti ~ROMA
Pref.Rita Capezza -CORATO (NA)
Prof.Piere Valenti ~-MILANO
Prof.Dario Perfetti -COSENZA
Prof,Den Biagio Spessa -GENOVA
Prof,Salvatore Amice~ATRIPALDA
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lanno inviato quote da L,1000
rver i1l FONDO=PREMI per i Risoe
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Prof,Vincenzo Marseguerra =
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Prof,Pietro Castaldo « CITTA?
di CASTELLO (quote 2)-
Sig.Giulio Mosca =~ TFRAMO
(quote 2)

ERRATA - CORRIGE
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Nelle righe ‘"saltate” & sta=
to omesso il seguente periodos

«51i deve infine notare che I

& la differenza fra il calene
dario giuliano e il calendario
gregoriano,per cui se si vuole
determinare "il giorno settimae
nale" di una data, con riferie
mento al calendario giuliano,
si deve porre R=0,~
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