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LA PALESTRA DELLE GARE

QUESTIONI PROPOSTE
(Avvertenze e premi a pagina 2)

QUESTIONE 112

Porre nei cerchietti
di questa STELLA MAGICA
i primi 14 numeri naturali
(1,23, .... 14) in modo
che risulti COSTANTE
la somma dei numeri
posti in ciascuno dei
sette gruppi di quattro
cerchietti i cui centri sono
allineati.

IN QUESTO FASCICOLO SONO PUBBLICATI I TEMI DI MATEMATICA ASSEGNA-
TI AGLI ESAMI DI MATURITA’ MAGISTRALE (4-7-1972) E DI MATURITA’ SCIEN-
TIFICA (4-7-1972 e 18-7-1972)
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AVVERTENZE E PREMI PER I RISOLUTORI. Si raccomanda di usare fogli distinti
per le singole risposte. Ciascuna risposta dovra portare il cognome e il nome del risolu-
tore e l'indirizzo esatto e completo del numero di codice postale. Gli studenti indichino
anche la classe e llstituto frequentato nel corrente anno scolastico e l'etd. Le risposte
delle questioni proposte in questo fascicolo dovranno essere inviate ad

ANGOLO ACUTO, Via Cairoli 78 - 50131 FIRENZE
gwho L 30 novembre 19%2.

Per ogni questione proposta saranno pubblicati i nomi di tutti i risolutori e le risposte
migliori. Alle migliori risposte inviate da abbonati che siano alunni di scuole medie (in-
feriori o superiori) saranno assegnati due premi, unoda L. 1 500 e uno da L. 1 200.

Alla fine di ogni anno scolastico saranno compilate due graduatorie:
una fra studenti di scuola media e una fra studenti di licei ed istituti tecnici (statali e
privati), che si saranno distinti per assiduita, esattezza ed ordine.

Per ciascuna graduatoria saranno assegnati tre premi rispettivamente di L. 5 000, L. 3 000
eL. 2000.

Le questioni segnate con un asterisco (%) sono riservate agli effetti della premiazione agli
allievi di scuola media. Si accettano tuttavia le risposte degli allievi di licei ed istituti tec-
nici, sia per la compilazione della graduatoria annuale sia per la pubblicazione delle rispo-
ste migliori.

Le questioni proposte in questo fascicolo sono valide per la TERZA GARA, relativa al-
l'anno scolastico 1971-72.

*» QUESTIONE 143

Un finestrone quadrato € sud-

esatto dei possibili aspetti assun-
ti e Soprattutto il procedimento

diviso in 16 riquadri uguali Cia-
scun riquadro puc essere illu-
minato o no.

Quanti aspetti diversi puo as-
sumere il finestrone variando il
numero (da 2ero a 16) e la posi-
zione dei riquedri illummnati?

Interessa conoscere il numere

logico usato per determinarlo,

+QUESTIONE 114

Si considert la semicirconferenza
di diametrs AB=2r e sia M il
punto medio della ®micircgnferenza
stessa.




— I, 4-5

Si tracci lo semiretta BM e lar-
co & di circonferenza avente:l centro
in B e1l raggio uguale ad AB.
Detta D lintersezione della semi-
retta AM con larco €, si calcoli
[area e il perimetro sio. del seg-
mento crcolare BMN (vedi fig)
sio del triangole mistilineo
AMD ( FALCATA)

QUESTIONE 415

Il &riangolo_rettangolo ABC, di
ipotenusa BC=4a, ha langolo
in B di 30°. Si consideri un
punto P sull'altezza AH reloti-
va. all'ipotenusa j siano rispett:-
vamente M ed N e interseziont con
I'ipotenusa BC delle parallele con-
dotte da P ai lati AB e AC; siano
inoltre: M' la projezione di M su
AR ed N'la proiezione di N su AC,

B M HN C
Determinare la posizione di P
(AP=22) in modo che sia ve-
rificata la sequente relazio-
ne:__  __ .
AM' -AN' 4 PM.P
MM'- NN'
( Rientra ner programm: degh’ al-
taali’ ISTITYT/ MAGISTRAL!)

19

=73

Angots aculo —
QUESTIONE 416
L equazione
(ath-4) X*~ (a+b-2)X +20-3b+2=0
ha per soluzioni gli antrreciproc/
(inversi degli opposti) delle solu-
zioni dell’ equarzione:

2x*+3X +1=o0.

Determinare i valori dei pam-
metri a ¢ b senza risolvere
e due equazioni.

QUESTIONE 147

Scomporre in quattre fattor
|'espressione :

x(y-2) + y* (z-%) +23(x- g}

QUESTIONE 14%

Determinare Tre numert in-
teri diversi, di due cifre, diverse:

AB, ¢D, EF

tali che, sommandoli due a due,
si ottenga il numero ottenuto
scambiando di posto [e cifredel
rimanente numero; cioe in mo-
do che siano verificate [e se-
guenti addizioni cRIPTARITME-
TICHE :

AB+ cD+ EF+
CdD= EF-= AB =
FE BA Dc.

-3
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MATURITA" MAGISTRALE 4 cveiiof972

Dato il quadrate ABCD di late a, si determini sul lo-
to CD un punto P +tale che il ":ria.ngofo APD sia gli M,
del trapezio ABCP.

Si dica per quali valori di ™n ( due solidi gene-
rati dal triangolo ¢ dal +rapezio in una rotazione com-
pleta attorno ad AB .sono equivalent:,

In questo caso particolare si caleoli il rapperto tra
le superfici dei due solidi.

MATURITA SCIENTIFICA 4 tveLio 1972

€ canaidals susobim,a sua scello, almeno e oer’ Seguents guesily:
I) Si scriva l'equazione della circonferenza passante per i punti
A(-2;0), B (+4;0) ed avente il centrs sulla retda y=-4c
S caleoline le coordinate degli estremi del diametro parallelo
alllasse delle .

Si determinino poi i coefficienti dell'equazione

y=oxt+bx +c

in mode c¢he le parabole da essa rappresentate abbiano in
comuhe il punte C(0;+4) e siano +tangenti allasse del-
le ascisse. Tra queste parabole si trovine quelle che passanc
per l'uno o per lakro degli estremi del diametro suddetto.
Si caleoli infine larea della regione limitata dalle predette
parabole e dall’asse delle x.

I[) Data una circonterenza di diametro AB= 2r,si prendano
su di' essa,da parte opposta di AB, due punti Ce D, tali ¢he

Agc -.-.-g- , A@D;—. % .
Si consideri [a funztone
_ _AD*-cD?
4= B(?
espressa per mezzo di X=Yx e se ne studi il grafico.

-4 -
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T0) Si studi la variazione della funzione
Y = dem 2x - Corx
nell’ intervallo oLxX & 2T

TZ) Si determini ['altezza e il raggio di base del cono di
volume minimo circoscritte ad una data sfera di maggio
n . Si dimostri pol che il suddetto cwno € anche quello di

minima superficie totale.

MATURITA SCUENTIFICA 40/ /» 1979

SESSIONE SUPPLETIVA
JE camdedals wnolvo,a sua scella,abmeno due des sequenks guescl:

I) Date le due parabole rappresentate dalle equazioni :
y= x*-Jx +42 ; y=4x*-25x + 36
si determinino le coordinate cei punti ad essi comuni, le equa-
zioni delle tangenti comuni e le coordinate dei punti di con-
tatto, Si caleoli poi l'area di una delle due regioni piane li-
mitate dalle parabole ¢ da una delle suddette tangenti.

I) Si disegn la curva di equazione

- *x &)
y x1+ x. _4

i determinino le coordinate dei punti comuni ad essa edalla
sua simmetrica rispetto all'asse delle y e si calcoli l'area del qua-
drilatero convesso formato dalle tangenti alle due curve nei pun-
ti comuni di asassa non nulla,

2z d).

[(*) Leguazione proposta era 4=
x2+X+1

Riteniamo a@ aver individuato [errore dr ftrascrizeone /7 -
fatts fa carva di egatt. (1) e la sua simmelrca rispetto al-
lasse y, & equaz. y--2x/(x* x +1), non Aanno punts
m comune & asc/ssa rnorn r7all2. ]

-5 -
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IT) Si studi la variazione della funzione
¥= 'f.'gx - 2%en=

nell’ intervallo

D7) Si discuta la seguente equazione :
2kx? + 2(k+1)x + Ki+l =0
per x comprese ¥ra -1 e 4.

RISOLUZIONI DELLE QUESTIONI PROPOSTE

QUESTIONE Z4

Siano AB e BC due seqmehﬁ
ediocenti, su una retta ¢ .Si co-

struiscano, in uno stesso semipia- .

no di origine %, le semicirconte-
renze aventi per diametri i seg-
menti AB e BC.

| punti medi diqueste semicircon-
ferenze \Eed F, e il punto B <ono

fre vertic di un rettangolo ERQFD;

gli stessi punti € Fe il punto me-
dioc M del segmen{o AC sono Tre
vertici di un quadrato FMFN.
Dimostrare che la somma del ret

tangolo EBFD e del quadrato EMFA

¢ equivdlente al N
quadrate avente S~
per lato il seq- ‘

mento AM.

R/ISOLYZIONE & Alessandro
Fascrats, X1y, £L.5¢. &' Roma

ABE = CBF = 45°
EBF = 90°_

Poiché ¢ EB=rVZ : BF =R/2
sera’  FF> = g_(r “RY)-
Essendo AM =MC = r +R
Sara: . m = R ' W(" r

4 qumdz —a .
EM* = FM™ = r*+RY;

ne segue, {enendo pmsentc che
EF™ EM +EM,

Fssendo
sara

E'MF = 90°.
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Infine, poiche & |
Searp = EB-BF = 2rR
Sempn = ERM*? = r*aR?

e AM%* = (r+ R)z_—_ riR¥+2rR ...

resta dimostrato quanto ri-

chiesto .

K/SOLUVZIONE.

Frngoto aceuts —
QUESTIONE 75

La risoluzione & stolas aiportats
a pag 16 def fascicolo precedewty .

QUESTIONE 76

Costruire un riangol retan-
golo di cw sono noti un catelo e
la somma dellaltrs cateto e della

di’ Griuseppe Guarato drValdsgno ipotenusa. (s).

Che E@F: 90° o i deduce da
EBA = FBRC = 45°.
Dalle uguaglianza dei triangol:
DMF, AME (AM= MD ; AE=DF;
EAM = MDF) s deduce
EM = MF ed EM L MF.
[noltre, poiche EF ¢ diagonale

e del rettangolo e del quadra-
to risulta:
2

£5 78 +ER'n 2EB 8 +EF
B4EF

— —

EB + €@+ BF?
2

I

w®

E

-
-

"

_(EB t BF ) (/@*B_E)z.
R /- 2 -
NOTA . /2 Rof NMlonso La Paglea
dr Brebta ha imviale wna gene—
wlvpazime del quesits, ponondo
ABE = CBF =,

Ssaminando £ comporiamenty & S,
somma delle aree dor' pazaltols -
Gromme ABE) & AMEN, perviume
al sequenle sisubfelo :
S=(Rer ) gen Su + 2R Sen 4ok .
(aso partrcolare : o(=45°, J- ;...g( R+r) 2

— 2

A

R/ISOLUZ/ONE (alyebyica)
a) $aetano Prota oo/ L. CE
~QGalilei,, &' Pantredonsa.

Sia ABC i[triangolo richiesto
e sia AB il cateto noto. Indico
AB com a; AC,ilcateto incogni-
to, con x, e di conseguenza
per la relazione pitagorica,
I'ipotenusa BC con Vor+x? .

Ruindi dal problema si ri-
cava lequazione:

%+ Vorent= 4
Valeat = 4-x (x<4);
e xt = 42-245% + 12,

a_ L, —
do cw . __d'-a _ AC;
24
B( = 4-%: ﬁL,
24

In questa, come in quasi tutte le
altre risoluzioni algebriche perve-
nute, manca pero' {'indicazione
della costruzione effetta del tri-
angolo .

Il metodo piu rapide € quello
proposto da Emma Frigerio che
osserva che 1l cateto incognilo

-7 -
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AC risulta quarto proporzionale

dopo 24 , 4+a, 4-a.
[nfattc si_ha
AC - _(8+0)(5-a)
= 24 '
owero

24 : (4+a) = (4-a) : AC
Se mR ricava la costruzio-
ne qu indicata.

25

Era preferibile comunque per-
seguite una risoluzione per
via. sintetica.

Riportiamo la seguente:

RISOLUZIONE (geometrica)
ar’ Sonra Zilro ae/ L. C/.
“T.Livio, & Padova.

Sia AB il catete noto e AC la
somma dellaltro cateto e dell’ipo-
tenusa . Dall'estremo A di AB con-
duco il seqmento AC perpendicela-
ve ad AB. Lasse s del Segmcn{o
BC incontra ACin N: unisco N
B. ll triangolo ABN e quello cer-
Cato.

e,
Infatti, essendo N ‘un punto del-

l'asse si ha:  ANB= NC,
percut AN +NB.= AC.

I, 4-5 —

D/SCUSS/O/NVE. Perche la co-
struzione sia possibile occorre
che sia ovvmmente AC>AB:
infatti in ogm triangolo ogni la-
to deve essere minore della som-
ma degli altri due( Se fosse
AC<AB [|asse di BC non incon-
trerebbe il segmento AC).

* % W

 Fernando Rassi del L.C1 'Janle,, i

Firenze Aa invialo una/tra risoluzso-
he geometrica che risalta caso
particolare della risoluzrone de/
Prof 4. La Paglia dellq successiva
questione 77, Una terea riso-
luzione per via sinfetica, e stata
Invrata dal Prof. F.Fog/otts, ma
risulta prattosto complessa.

QUESTIONE 77

(Gs?truire un ttiangolo rettan-
golo di cui sono noti uncateto =
la somma dellaltre cateto e del
doppio dell’ipotenusa.

I RISOLUZIONE (algebrica)
ar Llena Marrone de/ L.C/.
“Manara, di' Roma

Sia ABC un triangolo rettango.
loin A. Posto AB=a ,AC=x ,

BC= y , x+2y= b si ha

(b"‘)z—- a?'-(—x,1
2
e snluppando
3x* +2bx + 4a*-b=0

da cal A\ (2d3E) .

A= 3

-8~
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Dovendo risultare x5 0, si
considera soltanto la soluzio-

he positiva
x= b +2Vb-3a2 |
- 3 !
2b-V¥-3a
3

bex

= —— =

Come nella guestrone precedente
sI Sarebbe dovuto naycare umg
COSTRUZIONE GEOMETRICA ae/ Tri-
angolo ABC.

Senz’aldro pia Interessante

e'la risoluzione sequente:

I RISOLUZIONE (- geomelrica)
di’ Alfonso La Paglra o Brella

BC cateto dato
BE=4 seymento "somma,dato

f;_liE angolo retto

CBE  semi circonferenza

EF = 2.BC
A & il punto di intersezione
di FCe BE (A= FenBe).

B
A
¢ E

| 4riangoli EFA e CBA risulte-
no simili (hanno due coppie di
angol uguali) e quindi do
EF = 2:BC segue AE= 2-AC.
[ {riangolo richiesto ¢ ABC
perche &
BA +2.AC = BA+AE=BE.

Waa«,zz-—

Se il segmento 5 i riferisse
all/aftro cateto pid m volte I'ipo-
tenusa, basterebbe assumere
EF =m- BC invece di
EF = 2-B8C .

In particolare per m=1 4i
prende EF =BC e si € vi-
condotti alla questione prece-
dente (mum.76) per la qua-
le risulta anche

ECA = CEA.

IL RISOLOZIONE (geometrica)
dr Emma Frigerro de/ L. Se.
“Einstemn, dI Milano

Siq AC il cateto noto del frian-
golo ABC, rettangolo in A. Suppo-
sto 1l problema risolto, si prolun-
ghi il catete AB di un segmento
BD= 2:8C. Il punto B appar-
tiene al LuoGo cEoMETRICO do’
punti le cut distanze das punti

A /B

C e D stanno nel rapporto
1a2 . Tale luogo ¢ la circonre-

RENZA D! APoLLONIO, il cut diame-
tro ha per estremi i panti che
dividono internamente ed ester
namente il segments CD th due
segmenti nel rapporte 10 2.

-9 -
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U intersezione di tale circonferen-
za con il segmente AD determina
percio il punto B, terzo verti.
ce del triangole da costruire.
mperremde allre clue 2csoly.
2w geomeliiche ' 9. Guaralo e
' P Foglholle \ma risultane puc
comp Cesse .

QUESTIONE %8

[n ura sfera piena € stato pra-
ticato un Yoro cilindrico, Zungo
20, il cui agse passa per il
centro della stera.

Calcolare il valume V della
stera forata..

RISOLUZIONE
o) Sonra Zivo et L.CJ
"T.Livio, dif Padova

Detti R il raggio della sfero,

V; il volume della sfera piena,

Vo il volume del cilindro,

Vy il volume di ciascuno del
due segment sferict ad

wna base (vedi figure)
si ha:
V4 = -%-I'I'R3 ; Vz-_- ara (Rz"d});
~ [
. ! ~n

T, 4-5_

Vi = n(R-a)?.ﬁ_gw‘_a ;
percio he segue
V'=vl -Vz—2\/3 =
- e : A"_ i N
' 3 Ta,
coe il volume della sfera fo-

rata € uguale al volume di
una sfera avente per diame-

tro un segmento lumgo 24,

lunghezza del foro clindrico
%* %

Sono pervenute altre m'.cpodll cha
comdmcone afllo 4{9/;59 rirwlbobo |
seguendo Ve dwernse:

Emma frigerio trova rapica-
mente il risultato richiesto sol-
traendo dal volume del segmente
sferico a due basi,di altezza 2o,
il velume del cilindro V;.

Interessante anche una risoluzio-
ne del Prof.F.Fogliotti, condotta
con il teorema di GuLdine: 11 vo-
[ume richiesto ¢ ottenibile come
prodotto della lunghezza della cir
conferenza descritta dal bari-
centro de|l segmente circolare,
in una rotazisne completa attorno
allasse del foro cilindrice, per la
area del segments stesso.

. * wik

Aleuni Angolisti infine hanno os-
servato che il riswltato non di-
pende dal raggio R della stera

(ocorre che sia Rza). Quindi...

basta considerare la stera di rag-
gio R=a, il cui foro cilindrico si

-~40 -
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riduce ad un...segmento lungo 2a
e si perviene subito alvolume
richiesto,

QUESTIONE 79

11 prodotte di quatiro numeri
interi consecutivi, aumentato di
{¢ un quadm{o perfetio.

L.8.
1 RISOLYZ/IONE di Sandro
Pascruto, 'xWv, L.Sc. df Roma

Indicande con = Il minore dei
quattro numeri si ha:

‘n(n+4)(n+2)(n+3)+ 4=z
=nts6nt+umt+enviz (1)
=n" ¢ 6P+ gn+2n ton+ =

(n*+3nx4)?.

NoTA. Per riconoscere nel polinomio
() un quadrato perfetio si potent
ticorrere sia all’estrazione di radi-
ez quadrata dei polinomi (£ Foghot
% /s:a al metodo di risoluzione del-
le equazioni reciproche di quarto
grado (G. Militelo)

I RISOLUZIONE o Luegi Stive.
stri' o/ L. Sc. dr Reggio Emiirg

In generale il prodotto
n(n+)(n+2)(n+3)
dovrebbe essere uguale o
ar-f coe (x-1)(2+)
Ouorre cisg mostrare che il pro-
dotto (L) puo essere scritto co-
me prodotto di un certo numero(x)

€y

Arngorto aculs —

diminuito di 4, per lo stesse nu-
mero qumentalo di 4.

Per oltenere cio' agsocio i fatto-
vi del prodotto (II) nel modo se-
quente:

[n(ns3)] fnen)na2)] =
= ['n1+3'n ] [m*+3m +2.] =
[(n"+3n +1)- 1] [(n‘-vsn +4) -H] :

Quest'ultima predotts € della for
ma  (%-4 (x+4)
dove %= mtedned,

UL RISOLUZIONE
di Grulto Mosca di Teramo.

"

Consideriamo i quatlro numert inte-
rt consecutivi
N, n+l, n+2, ned
come termini generici di' una. =
di ragione 4. lhdicando con x la
nrmdla aritmetica dei qualtro termi-
i (x=ntd z) i quattro numer:

si possono §trivere :

(- 3)a§)xe ) 4)

Operando ne”'espmsfone che tm-
duce epunciato si hq:

(x-—](x-ri)(x-t-i)(x-r z) +1=
)(w.- ) +l =

_ 5. 2 -
= % .z.x.*“p-ti—

= ("‘"’ %)z::.

.x‘z
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QUESTIONE 80

Dimostrare che il Polinoml'o

x(x+y)(x+2y)(x+3y) + y4 (1)

¢ uguale al quadrato diun trinomip

LB.

PRIMA RISOLUZ/IONE

dr Guho Mosca & Temamo.
Si possono effettuare diretia-
mente le operazioni e l’espres—
stone (1) diventa:

X4 630y « 1oyt + bxyd+yd;
dissoctando il termine (lx’q" nel-
la somma di un quadrate 9xg
2 di un doppio prodotto 22y}
$i ha

x +6'x.y + 9ty 2y +6xg3+¥p
che € o snlu.ppo del quadra

del trinomio
2%+ 3 Y 4+ vj" .

SECONDA RISOLUZIONE
& Srlvro Groroano dr'(osengq

(analoga alla T aisoluzione della
qa.es-uone precedente)

Dimostriamo che x
x(xw)(x-t-zy)(xdy) =
= @-yt z(ary?)(a-y)
Qssociando i qaatl:ro fattor! del
primo membzo in modo oppor-
tuno dornemmo oltenere due
soli fattori
A+y* = = a-y*=f3

tali che o = /5+253

E facle verificare che
(xey)(2+2y) = x (2+3y) + 247

Valgono cons/derazions con-
c/us/ve analoghe a guelle r/-
portate nella Z nsolutione
della guestione Apreceqenls.

QUESTIONE 81

In una circonferenza € iscrib-
1o un triangolo equilatero ABC.
Una corda MN (M su AB ed A
su AC)dimez2q :I lato AR in
E eil' lato ACin F

Dimostrare che il segmento EF
¢ la gezione aurea del segmento
MF

N

m/ E/ ' \F \nN
(/:O
Az

1

RIsoLuZ/oNE
di Graseppe Guarato ar'taldagro.

Paiche i puntt M, N ed EF
50n0 Simmetrict ru,pe-Ho al dib-
metro_passante per A, ed essen-
do AEE equilatero, si ha -
ME=FN ed EF=AF=FC .
Per il teorema delle corde <he st
mconfrano internamente_risulta

ME-FR = AR -EC

CIOQ

—

MF -ME = EF?

-49-
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ovvero: ) L X _
ME:EF =EF : ME §i considerino 7 punti dati
I di un piano, o tre a tre non
MF : EF = EF :(MF-EF). alineati; questt punti, paesi
Da quest'ultima proporzione adue a due, determinano
contenua  rsulta che (2) = M(n-y)
EF € la sezione AUREA di MF. 2
x e
Il problema si puo’ riselvere an-
¢he ricorrends alla similitudive (1) (3)-m = nnd)
dei triangoli : ad esempio Roder 2
ta Pelons considera i trian- Ne segue |'equaxwone:
goli simili EMB ed FAM; Tom-

rette . Quindi le diagonall di
un poligono di( n lati sono

cesco considera "inve- W -3m-2d=0.

ce ¢ triangoli simili AME ed Risolvendo e scartando la so-
MCF. o luzione negativa si ha:
%unl‘*ugow' infine hanne 3+ V‘9+8«'
ricolto il problema calcolando la n= 2 -

lunghezza dei vari segment in
questione, in funzione del raggio.
Ne risulta un procedimento
esatto, ma laborioso ¢ poco ele-
qante.

La condizione richiesta ¢ che
. A= 9+84

sl un quadrato perfetto

arspars’,

Oppure , considerando {a (1)
QUESTIONE 82 che 24 s uguale al pro-
Trovare la condizione per- dotto di due numeri che

che esistano poligoni con unnu- o7Aersscano s 3.

mero pretfissate o di diagona-

I SECONDY R/ISOLLLTONE
PRIMA RISOL UZIONE di’ Feancesco FogloHr o Genova.
(2sultaq dafte fusone Lelle
wisposle (hveale da Sonca

E' nota la formula

20l del L. O v, 8/ Pty d= 20D
e da Siueppe sucnalo 4 questa, per n33 da it

. ues Y ~ aqa L Ter-
Vabdagmo (Vi) mint di)una progréSSlbne

—-{3 ~
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aritmetica del secondo ordine Pertanto la condizione per-
*Si chiama proGREsS/IONE ARIT- Ché esistone poligoni con un
METICA DEC SEcomdo oRO/NE  pPrefissato pumero & didia-
una successione tale che la suc- gonal’ € che & appartenga
cessione delle differenze dr alla. progresstone arctmetica,
fra ogni termine e il precedente di secondo ordine dedotta dal-
sla una progressione aritmeti- la successione dei numer:i natu-
ca ordinaria (cio€'del primo ordi- vali (per n33).

ne).

E {acile scoprive |a regela per
alla sucessione

QUESTIONE 83

passare dalla. successione (n)

la stessa base B( sono pre-

Se tre segmenti AD, BE, CG,

uscenti dai vertici di un triango-
lo ARC, si incontranc in un pun-
to O interno altriangolo ABC, si

porzionali alle distanze dei
vertici O ed A da B(,le qua-
li,a loro volta , sore proporzio-
nali ai segmenti OD e AD.

ha la seguente relazione Quindi, per la propriets tran-
Ob , OB L 98 4 sitva della proporzionalita ri-
AD = BE ' CG sulta:
G B ch oD .
4‘ D ¢4B AD
4 e analogamente per | altredue
A coppie di 1riangoli:
v ¢ ADB _ oG . Ab( _OE
RISOLUZ/ON, | o2 - R
& Geseppe Gaaralo or taldogne pcp €6 ABL  BE
eds francesco Rghott) o Genova ;| quindi:
Considériamo la coppia di tri- ob o , 96 _
angoli BOC e BAC: avendo AD. BE ca

-{4 -
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_ ¢os A8c . AoB _
a a a =
ABC ABC ABC
ABC
= = =1
ABC

QUESTIONE 84

Un tale vuole mescolare in un cer
to rapporto due qualita’ di caffe
che omplessivamente pesano K933,

Per poter utilizzare tulto il caffe’
della prima qualifa di cui dispone
gli mancano Kg 12 della seconda
qualita’ ; usando nvece tutto
Il caffe® della seconda qualita’ di
cui dispone gli rimangono Kgq 8
della prima qualita,

Determinare i pesi delle due qua-
ita. di catte' e il rapporto se-
condo cui quel tale volewa fare
il miscugho.

A/ SOLUZ/IONE & Roberta
Pallini-L. CL. ‘Manara, < ¥omq

In entrambi i miscugli potizza-
ti, il rapporte fra le due qual
td di cafte € lo stesso | per cui,
indicando con  x ed g ~uspel-
tivamente i pesi della prima e del-
la seconda qualita’ posso scrivere:

W) x:(y+42) = (x-8):y
da st Ly = (y+i2)(x-8)

owero semplificando :
3x - 2y -24=0

W&M—

Ne seque Il sistema lineare
{7(-4- = 38 ‘
. 31{-1’5 = 24'
da cwt risolvendo:
x= 20 ) \1:48
Jostituendo questi valor/ nei
due rapporti della proporzione
(@) si ottiene il valore del rap-
porte dei mmecugli':

20 _ W _ 2.
1g¢l2 ~ 3% ~ %!
20-9 _ A2 _ 2
18 ~ 18 T 3

NOTA. 11 rapporto richiesto

si poteva ricavare direttamen-
te dalla proporzione (4), apph-
cando la proprieta della scompo-
nendo degli antecedenti @ dei ton-
seguenti (semza calcolare i valor|

di x e di y); infatti si ha:

X - _XxX-8

Y
%= (»-8) _ 8 _2
B (Y+42) -y 12 73

QUESTIONE 25

Dimostrare che esistono infini
ti numeri primi. C.B.
RISOLUZ/IONE o1 France~
sco Cagnolaty e Luig/ Srive-
stri de/ L. Sec. ar Reggro Em.
e &' Griuseppe Militello
dr Pomaq.

—15 -
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La dimostrazione “per assurds,
fu trovata da EucLIDE.
Supponiamo che il numero
del NVMERI PRIMI sia finito:
indichiamo tali numeri con

p'nP;.P;,......,p,‘.

Ogni altro numero sara’ com-
posto da tali pk , altrimenti sa-
rebbe PRIMO.

Consideriamo ora il numero

N = pi-py- pys ecopp 414

Questo numero ¢ maggiore di ogni
px @ non e dwisibile peralcuno
di essi in quanto tale divisione
dd sempre come resto 4.
Siamo quindi giunti ad un assur.
do, avendo trovato un numero
che non & divisibile per alcun
numero primo, Cio* significa
che ["ipotesi di un numero fini-
to di numer\ primi ¢ errata. E
allora : /' vemers primi sono infini.
7 et o4

TV prof. F.Fogliotti aggiunge che:
« si dovrebbe poter cosirwive una
Sunzione f(n), tale che associ ad
ogni n,intero, un numero f(n),
primo; e questo Senza necessaria-
mente esaunre |'msieme dei
numert primi, ma in modo che
a numeri interi distinti n e n'
corvispondano humeri primi
f(r) ed f(n) distinti (coe,
come si dice, la "f risult una

funzione dai NATURAL! ai PRIM\
/miettrya ma non necessaria
mente s«r/ettiva).

i pare che si possa defim-
re per hduzione la f nel
modo Sequente:

f(0) =2

t)y =fo)+4 =3

) = fl0)-f(1)+1 = 23+ =1

£03) = o) $01)-f(2) +1>

 2-3.7 44 = 43.

f(n41)= [f(o)..[(«). ~f(n) -H]
dove la parentesi quadra rndica
che, qualora il numero corrispon.
dente non sia primo, occorre
prendere come valore della  un
suo divisore primo (che, per le
considerazioni precedenti, sam
senz'altro diverso da

1), (0, {2, f(n).
ESEMP|O
$(4)= feo).F()-f2)£(3) 44 =

c2-3-7-43 +14 =

= (807 = 43¢ 139,

u

-46-
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TRASFORMAZIONI delle EQUAZIONI

1. Sia data I'equazione

. ) f@)=0
di grade m in x ; poniamo
(2) X = P(2)

dove @ e uno funzione agsegnata della variabile Z;
avremo lo nuova equazione

(3) F(z)=f [@(2)]= 0
di grado msgm in z.

Eseguendo ['operazione indicata si effettua una
TRASFORMAZIONE dell’equazione data ; la (1) si dice
EQVAZIONE PRIMITIVA , la (3) EQUAZIONE TRASFORMATA,
la (2) si dice FORMULA DI TRASFORMAZIONE.

_ Un esempio classico di trastormazione & quello che
st adopera per risolvere |‘equazione biquadratica,

ax* +bx*+c =o0.
Ponendo % =\Z, si ottiene l'equazione trasformata
_ az? + bz +C =0
di secondo grade in z.

Nella pratica hanno grande importanza particolari
trasformaziont dette LINEAR!.

2. Data ['equazione
L -2 2
(1) an+8, %X +0p %" 4+ QX+ QX +d, =0

la pi generale trasformazione lineare ¢ quella che 5i ottiene
pohendo

(.I[) xX= :’; :: » dove A=ad-bco.

-17-



La tragformazione (E), nota come
TRASFORMAZIONE OMOGRAFICA | Si
usa indrcare col simbolo

a b)
(c o)

Il determinante A i dice mo
Duko di TRASFORMAZIONE @ Si Sup-
pone diverso da zero, perche per
A=¢ viene a mancare la corr-
spondenza fra le variabill 2
e % ela trasformazione sarebbe
ILLUSORIA © DEGENERE.

Per dare un esempio conside.
riamo I'equazione

2 -5xt —4n +3 20

z-1
x= —
z+{

cioe eftettuando la trasforma-

zione
(1) o modulo A=2,
Si ha

ponendo

la trosformata:
z3-Z'-¢z =0
le cui radict  somo

z2=z=-2,6 2,=0, ,’zsgs’
mentre le radici della primitiva

i
2

$Qno :
X=3;, Xz -], %=

3. Ponendo nella (I)
a={, b=R,c=0,d=l
s$i ha la trasformazione
(Iﬂ_') Xz Z+h,
di medulo A=1,CM. st chhama

I, 4-5—

TRASLAZ IONE,
In particolare, se nella (IL) si pone

h - An-y

n-Qn

coé se ad h si attribuisce il va-
lore della media aritmetica delle
radici della primitiva, la trasfor.
mata sara priva del secondo
termine,ciod del termine di gra-
do n-l.
(Da ricordare che qualunque sia
l'equazione data la somma
delle radict @ sempre data dal
coethiciente del secondo termine
cambiato di segno diviso per il
coefficiente del primo termine,
inoltre se m € il grado dell‘equa-
zione  per il teorema fondamenta-
le dell‘algebra, I'equazione ammet.
te sempre m radici reali o com-
plesse.).

Cost, data 1’equazione
V-6x+{lx-6=0
poiche in questo caso €
":3, a,=1 ) Qp- =-b
LI
N-Gn !

per cut  ponendo
A= Z+2
si ottiene la trasformata
z3-Z =0
che € priva del termine di'se-
condo grado. Le radict di que-
st'uthma sone

)

st ha:

-18-
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2,=-4 ,22=0 , 233{;
quindi le radici della primiti-
va sono

x|=+4) Xa= Q' X3= 3.

* o %
Un‘applicazione notevele si he
nella risoluzione  dell’ equazione

x*+px +q =0

nella quale px+q
d.‘-'-'- ' ) Q,,., - P
onde

si trova la trasfermqgta
1

z - —P—- -+ q =0
4

radict sono

‘/PZ
Z:i‘ -4—:—-q

e quind’ quelli della primitiva

le Cui

-t T\ e =
X==3 V7

4, Ponendo nella (I)
az=kK , b=o , €=0 d=1{
si ha la trasformata

(Iv) x=Kz
di modulo A=K, che s dice
PROPORZIONALITA',

In particolare se la (1) e una

equazione a coeff:'cientf inferi

WWZ'B———

ponendo 4
K=< —
n
la trasfsrmata sara dancora a
coefficient( interi, eol primo
coefficiente uguale all’ unite,
come ¢ facile verificare .
Cosi, data ['equazione
3xd_x?*-3x +4 =0,
effettuanda la proporzio nalitd

Z_, st oltiene

>A=
z3-2*-9z +9=0
radici  sono

Zi=-3, Z.={,
e quindi g radici della primitiva

sono 4
N=——
t 3)

le cur

233 3

A= 'i) 13:-;—
Un' altra particdare proporzio-
nalita' si ha ponende K=-1;
in ta|l caso  x=-z muta
ogni radice x=of della primi-
tiva nella radice z=-o della
trasformata. Cost' dato |’2quazro-

ne x*+3x-{0 =0

ponendo  x=-z si ha lequ.
z2-3z -{0 =0

le cui radict sono

Z(: -2 , ZQ': 5' .
mentre quelle della primtwa

sono
X2 2, %,=2-5,

5. Ponende nella (IL),

-49-
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azo ,b=1,c=1,d=0
si ha la trastormata:
S
V) x==
di module A=_1
detta REcCIPROCITA'.
la (V) muta ogm radice x=ol

della primitiva tnh una radice
z..—.é‘.(.. della trasformata.

Cost, data [‘lequazione

6x4-3 -1+ x+lz0

opendo .
p Xz —

si ottiene
24423 _322_7 ¢ =0
che & la reciproca della
primitiva. e sue radici goho
'="3122=" 3= ,2«-?'
mentre (e radici della primiti-
va sono

x“-_-_—ji‘ ] xg: —‘ ,x;-‘-“‘,%:%.

le (M) , (W). ('_Y:) st dicono

TRASFORMAZIoN LINEARL SEMPLIC,

b R R

©. Consideriamo |'insieme E
dt tutte le trastarmazioni linea-
. Per glc elementi di questoin-
S«Qme si puo' stabilire una Zeg-
ge o/ composszione mierna di
carattere mol’upllco.hvo eche di-

remo PrRoDOTTo Rispetto a
questa legge Vinsieme E €
CHIVso ; In altri termini il
prodoﬁo dr due trasformazio-
n lineart € ura irasformazio-
ne lineare.

[nfatti, supponiamo che una
prima trasformazione lineare
sla data da

x = GZ+P

'
cz +d
una seconda trastormazione
sia data da

_ a,'t‘('b' )

T c'ted
Sostituendo il valore oi Z nel-
I'espressione di x , si trova

R be')t + (ab+bd’)

T (ea +dc)t + (ch+dd)
che € pure una trasfarmazio-
ne lineare .

Dunque, ponendo
a b _[a b

Ti= (c al) » T2 = (c' ‘d')'

avremo , per derrnizione,

V) T=TaT =
ab + bd'
cb +do().
Cost, Se

aa'+bhe'
Cm=(34) m=(89)
st ha:

ca'+d¢'

-20~



___IT, 4-5

WW&:—_,—

"

T=TaT = (1 4)(3 {)
3 1/\2 2
[f3+3 1 ¢ 1
T\6 842 ‘(8 10)'
F. Si hanno le sequenti pr-
prieta :
B . In generale i/ prodot-
to di due trasformazions U-
near/ non gode /a proprie-
ta" commeatatima.

Infatti,applicando la regola
indicata dalla (XT) si ha:

T' = T.;T; =
_ [aa+bc  abthd
- (ac'-t-cal' be' +dd)

e in generale € T'#T.

osiyse T=(42),Tue(33).

si ha:
T _[3t2 2+ 5§ 6
T;T.-(éu A+2> (; 6)
—~[3t4  b¥l 7 8
TeTy= (4+l+ 2.+2) (S‘ 4)
e comes vede TaTy # TT,.
Per questo motive nel consi-
derare il prodotto di due o

pid trasformazioni linear
V oratne dei fattor ¢ essenniale

L . 7 proaotto aele tra-
sformazrons /ihears gode /o
proprieta’ assocratrva.

[Plustreremo questa proprie-
ta con un esempio.
Ponendo

T=(11)m )

si ha:
“n()ﬁﬁﬂ(im

(3 ) (75 ()
onde
(T3 Ta_) ~T‘

TB'(‘TQ,'-\-«)z:

B . Nel insreme £ essste
wn elemento neutro che ar-
remo efemente unito e che
mdrcheremeo con U.

Questo elemento 2 € una
particolare trasformazione li-
neare per la quale s ha:
VTGE UT=T-U=T.
L'elemento unitario lo possia-
mo indicare con il simbole

K 0)

o K
dove K € un numero qualun-
que . Infatti,per la (V) <o

o b

T= (2 d),
eseguendo i prodotit si ha

Ko\fa b)_ _(aK bk)

'T"(o:}(( ce dk

TeChiss) (s 8
, siccome 1u.0lunquc Sta, K ST
sulfo.

-924~
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akz +bk _ Kaz +Kb_ az+b
ckz+dK Kez+kd <cz+d
si vede che

- _[a b)) _
uT=Tu= (2 5)=T.
Allora per semplicita € lecito

porre fu,:(jbg) )
COST' se T = (; Z), si ha:

BB E=C B2

. Ogns elements del/ Ih-
s/ieme B ammedéte wn e/emen-
to simmetrico che @vreso in-
verso ; croe” ad ogns trasstor
maione /neare corr/seon-
de wura frasformazione
/neare inversa.

Infatts, dalla () risolvendo
rispetto a Z, si ha

(W) =z =__—dx+b
<X -o
Dunque, data la trastormazio-
ne lineare a b
' T= (c d)

porremo per definizione

T-1=(-: -I-’o.) )

In-

E' chiaro che T4 T=U,

fatti si ha:
-d b\/a b)_
¢ -a/\c d/~

(bc-ad o
(o)

Bc-o»ol>= (Z ?)
S5i ha pure

-4\-1 —d b a b
(T ) =T/ (c —a)"'(c d)'

5. ('insieme b oAelle tra-
sformazions nears rispetto
alla legge &/ composizrane

/nterna derihrta prodotte,
e’ «n gruppo non abeliano.

Infatti, in un insieme E una
legge di compesizione interna
detinisce per I'ingieme una strut-
tura di GRUPPO, s@ si verifi-
cano i seguenti fattl:

1) La legge ¢ associativa.
(proprieta” B ).

2) L' insieme possiede un
elemento neutro (propriefa’ )

3) Ogni elemento dell’insie-
me, rispette alla (egge, ammet-
te unelemento simmetrico ;
coe ¢ possibile la simmelriz-
zazione (proprieta’ 7 ).
Dunque l'insieme E & ungruppo.

Un gruppe si dice abe/sano
se [a legge che lo defimsce €
commutatwa ; ma (proprie-
ta' B/ il prodotte delle tra-
stormazioni lineari, m gene-
rale, non ¢ <ommutative;
dunque il gruppo delle trasfor -
mazioni |ineart non€ abeliano.

-9~
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Si ha antora la sequente proprietal:

R . Una lrasformazrone /iheare data dalla (D)
S/ pao' sempre consiclerare come i/ prodotts o) -
sformaziont fnears semplics.

Infatti, ponende

x’ :Z¢+% )
ad-be 1. ,
Z(—" . Zg,., 21'-2_5 ! 23324_'?& ) Z&.': CZ,

dove la prima e la quarta sono TRASLAZIOM,
la geconda e la quinta PROPORZIONALITA,
la. terza ¢ una REcIPROCITA',

$i trova successivamente:

z,=cz+d : zz —1 - 2, - be-ad
¥ T Tezed ! ! c(cz+d)
_ bc-ad & _ be-od tacz +ad
o€
Ax = —QZi» b
cZ+d
E si ritrova lq I.
AT |
/1\ Chi sa spiegare
A\ AR il MISTERO
B¢ \ dei due quadratini
yiDBoD che risullano
A Ll yaLaone IN PIV'
FEGi N | AL el fig. 2 ?
/ﬁ ..»‘--l":D\‘ / *| | L\
!
fig. 3) fig. b)
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Sui punTI NoTEVOLl del triamgolo

e sulla RETTA DI EULERO

Esponiamo in questa nota alcune interessamtl pro-
prieta’ dei punti notevoli del +triangolo,che di solito
non si trovano nei testi scolastici di geometria o che 5.
no accennatt solamente negli esercizi.

Ricordiamo intanto che

il punto d'incontro delle tre altezze di untriangolo dicesi
ORTOCENTRO

il punto d'incontro degli assi dei trelati dicest c/rcon-
CENTRO ;

1l punto d'thecontro delle tre mediane diesi 84&/ceniro,

'ortocentro e interno od esterno al triangolo secondo
the questo € acutangolo od ottusangolo ; coincide con il ver
tice delllangolo retto se il triangolo & rettangolo.

Il circumcentro ¢ il centro del cerchio circogeritto eod €
interno od estermo secondo che il triangdlo € acutqngolo od ot
tusanqolo ; se il triangolo i rettangolo il circumcentro coincidecon
il punto medio dell' ipotenusa; ]

Il baricentro , sempre interno, divide ciascuna mediana
in due parti tali che la parte compresa fra il vertice @ il banm-
centro € doppia dell’ altra.

X X A
Enunciamo e dimostriamo le seguenti proprieta:

1) L'artocentro, i/ baricentro € i/ circumgentro d) un
triango/o sone aflineat/ (RETTA D EULERO)

2) La distanza #ra [orfocentro e i baricentro & dop-
pra della distanza fra 1/ Sanicentro e s/ circamcentro

- 904~
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3) /7 segmento del/alterza compreso rra un ver
tice e /ortocentro e cloppro dela drstanza de/cir-
cumcentro oal /ato corrispondente.

I. Sia il triangelo ABC ¢ A
BH e (K due altezze °
BM e CN due wmediane :
il punto P intersezione
delle due altezze
e U ordocentro del
triangolo ;
il punto Q Intersezione
d\eJle due mediane

¢ il darscesrtro
del triangolo.

B ¢
_ Prolunghiamo  PQ
d' un segmente QAR = i PQ e uniamo R con M &d A:

¢ due segments /?M ed RN risalfteonc perpendr-
colar) rispett’vamente ad AC e AB.

Infatti | triangeli BP@ e MRQ sono simili perche si
BGP = MAQR ¢ BQ:QM= PQ:QR= 2:7.

A!.lom BF’\Q = QRM,
e quindi '

ha

BH e RM sono parallele.
Ma BH ¢ perpendicolare ad A(,  sara’ pure
RM perpendicolare ad Ac.

Anqlogamen{e sono simili i triangoli RAN e PQC, per.
che gli angoli RQN e PQC seno uguali e sone com-
presi fra lati properzionali, Ne _Seque

QNR = &CP,
e quindi RN @ parallela a CK ; ma CK € perpendicolare

ad AB allora RN sara’ pure perpendicdlare ad AB.

~25-
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Allora il punte R ¢ il circamcentro del triangolo ABC.
Rimane cosi dimostrata la 12 proprietd,

I[). Per la costruzione fatta risulta che PQ=2.-QAR,
quindi la distanza PQ tra l'ortocentro e il baricentro
¢ doppia di QR , distanza fra il baricentro e il circum-
centro,

III) Il seqmento P dellaltezza CK compreso fra il
vertice C e l'ortocentre P, & doppio di RN, distanza del
circumcentro dal lato corrispondente AB.

Basta considerare infatti i due triangoli PQC @ RQN
che sono simili (I criterio di similitudine) . Ne segue

cpP' NR = PQ:RAG.

Siccome PQ = 2-QR, per costruzione,
sara pure CP = 2'RN.
"k
| casi particolari del triangolo rettangolo ed ottusan-
golo non presentano difficolta. P I

Coriosita S ki di alowmd 3

144 = 12 24 = LLd
169 = 13* | 34 = 964
1956k = 142% | 212 44521

12169~ 143 | 3488 - 96724
148 94 = 122 2241 = 48841

4236544 = 1412° | 2444 = 44563 24
12566461 = 4124 | 1244* = 1466521
1238769 = 1413 | 3144 = 9678321
1258884= 1422° | 2244* = 4488521
1468944 = 1212 | 2121 = 4498644 _

F.Fogliotts
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RISOLUTORI

*indica linvio di due o pix risoluzioni

delle QUESTIONI 76| 77| 78| 79| 80| 81| 82 |83 | 84| 85
Agrosi Aniello - Diso . .
Alberici Marco - L. Sc. - Parma ]
Cagnolati Francesco- L. Sc. - Reggio Emilia | o o | e .
Casanova M. Cristina - L. Cl. - Roma o [ °
Cecchetto Giampaolo - L. Sc. - Ceregnano o
Colajacono Gianluigi - L. Sc. - Colleferro o | o
Da Dalt M. Grazia - L. Cl. - Ancona 4 . .
Fogliotti Francesco - Genova - Samperd. *| A | o | K * | o e | o | e
Frigerio Emma - L. Sc. - Milano AL A | e | e | e
Giordano Silvio - L. Sc. - Cosenza o | * | >k o o o .
Guarato Giuseppe - Valdagno o | o . . . . . o . .
La Paglia Alfonso - Biella o | o
Marrone Elena - L. Cl. - Roma o | o . o . . .
Militello Giuseppe - Roma . o [ e | X e | o
Mosca Giulio - Teramo o | A | M | e e
Pasciuto Alessandro - L. Sc. - Roma . . . . . °
Pellini Roberta - L. Cl. - Roma > | e ] L 4 )
Prota Gaetano - L. Sc. - Manfredonia o | o
Silvestri Luigi - L. Sc. - Reggio Enilia o | o o | o
Venturelli Rosangela - Ist. Mag. - Gussago .
Zilio Sonia - L. Cl. - Padova . o | ® ® o | * . .
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SPEDIZIONE IN ABBONAMENTO POSTALE GRUPPO IV

Coloro che trattengono
ANGOLO ACUTO
sono pregati di inviare
con sollecitudine

- laloro quota
di abbonamento

PER FAVORE, NON CESTINATE

Se questo periodico non vi interessa, vi preghiamo di passarlo
ad un appassionato che voglia sottoscrivere I’abbonamento
oppure di respingere le copie ricevute al MITTENTE:
ANGOLO ACUTO - Via Cairoli, 78 - 50131 FIRENZE

AMIC! DI “ANGOLO ACUTO”

SOSTENITORI

Prof. Aloe Carmelo - COSENZA
Biblioteca della ‘“‘Magistrale” - LOCARNO
Prof. Baraldi Maria - PRADALUNGA

Prof. Caltagirone Biagio - SUTERA

Prof. Capaccioli Carlo - FIRENZE

- Prof. Donati  Santi - MESSINA

Prof. Ercoli Osvaldo - VITERBO

Nel prossimo numero unha
NoTA DIDATTICA di

Clauwdio Revnarde
«J e di dwinaibilita
elo povo. del  move 3

Prof. Forte Pia - BRESCIA

Prof. Fiorentini Flora - FIRENZE
Prof. Fenili Paola - FIRENZE
Prof. Giaconi Sauro - PISA -

Ing. Pallai Giovanni - ROMA
Prof. Panerai Tullia - FIRENZE
Prof. Ricci Sergio - FIRENZE

‘entro 1/ 317dicembre 72

Le guote oy ABBONAMENTY,
per 1] 7973 sottoscrtts

rimangono /n variate.

ANGOLO ACUTO rinnova l'appello alle
Autorita Srolastiche ed ai Dirigenti di Ca-
se Editrici e di Enti vari perché vogliano

DIFFONDETE “ANGOLO ACUTO”
RICHIEDETECI COPIE DI SAGGIO
PER 1 VOSTRI AMICI O INVIATECI
I LORO INDIRIZZI ESATTI

inviarci premi da assegnare ai Giovani che
avranno maggiormente impegnato le loro
forze intellettuali nelle interessanti gare
proposte nella PALESTRA e nelle varie
rubriche.

A chi ci procurera DIECI nuovi
abbonati invieremo l'abbonamento
gratuito.
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